2.5. Uklady rownan liniowych

Definicja 2.24. Uktadem m réwnan liniowych o n niewiadomych (x,, x,, ..., X,) nazywamy uktad
postaci
ag X tapx, t--+a,x = bl’

Ay X, tapx, +---+a, x, =b,,

(D
aml'xl + amZ'xZ oot amn'xn = bm’
gdzie a; UR, 5 UR, 1<i<m, 1<j<n.
Definicja 2.25. Rozwigzaniem ukfadu (1) nazywamy cigg liczb rzeczywistych (x,, x,, ..., X,)

spetniajacych ten uktad.
Definicja 2.26. Uktad (1) nazywamy jednorodnym, jezeli

b=b,=..=b,=0.
Macierz A o wymiarze m X n ulozong ze wsp6tczynnikéw przy niewiadomych postaci
a, dp -4,
A — a.21 a'22 a?n
aml am2 amn

b, X
B:b,2 , x ="
b X

Macierz B nazywamy kolumng wyrazow wolnych za$ macierz X nazywamy kolumng niewiadomych
.Zatem uktad (1) mozna zapisa¢ w nastgpujacy postaci macierzowe;j

A-X=B. 2)
Zatézmy najpierw, ze macierz uktadu (1) jest macierza kwadratowa stopnia n, tzn. m=n.

Definicja 2.27. Uktad (1) (Iub (2)) nazywamy uktadem Cramera, jezeli macierz uktadu jest nieosobliwa,
tzn. |A|=0.

Twierdzenie 2.17 (Cramera). Uktad Cramera ma doktadnie jedno rozwigzanie, dane nast¢pujacymi
wzorami
D D, D

Xi=——, X,=—>, ., X, =—", 3
Al A 4] )

gdzie dla kazdego 1<k <n liczba D, jest wyznacznikiem macierzy powstalej z A przez zastapienie

>

jej k-tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych B.

Wzory (3) nazywamy wzorami Cramera. Zaznaczmy réwniez, ze korzystajac ze wzoru (2.10)
(twierdzenia Laplace’a) wyznaczniki D, mozna zapisa¢ w postaci

D, =bA, +b,A, +--+bA,, I1<k<n.

Whiosek. Jednorodny uktad Cramera ma zerowe rozwigzanie



Przyklad 2.20. Rozwigza¢ uktad réwnan
2x—y—z7=4,
3x+4y—2z=11,
3x—2y+4z=11.

Rozwiazanie. Mamy tutaj

2 —1 —1 4 X
A=[3 4 -2, B=1], x=|y|.
3-2 4 11

Podany uktad jest uktadem Cramera, poniewaz

|Al=324+6+6—(—124+8—-12)=60.
Zatem w celu znalezienia niewiadomych X, y, z mozemy skorzysta¢ ze wzoréw Cramera (3).
Najpierw obliczymy wyznaczniki D,, k=1,2,3.

4 -1 -1

D =|11 4 =2/=64+22+24—-(—44+16-44)=180,
11 -2 4
2 4 -1

D,=3 11 —-2[=88-33-24—-(-33-44+48)=60,
3 11 4
2 -1 4

D,=3 4 11|=88-24-33-(48-44-33)=60.
3 -2 11

Podstawiajac do wzoréw Cramera ostatecznie otrzymamy
x:&:@: , yzﬁzﬂzl, z:&:@:.
Al 60 |A| 60 |A| 60

Korzystajac z postaci (2) uktad Cramera mozna réwniez rozwigzaé stosujac tak zwang metode
macierzowq. Ta metoda polega na rozwigzywaniu réwnania macierzowego. Poniewaz macierz uktadu
Cramera A jest nieosobliwa, wiec istnieje macierz odwrotna A~'. Wobec tego mnozac lewostronnie
obie strony réwnania (2) przez A~ otrzymamy

A" A-X=A"B.
Stad

X=A"B. 4)

Wynika to bezposrednio z réwnosci (2.4).

Przyklad 2.21. Rozwiaza¢ metodg macierzowg uktad réwnan

x—2y+3z=1,
2x—y+5z=1,
3x—4y+8z=3.
Rozwigzanie. Mamy tutaj
1 -2 3 1
A=12 -1 5|, B=|1|, X=\y|.

3—-4 8 3



Poniewaz
|Al=—8-24-30+9+20+32=—1,
wigc rozwazany uktad jest uktadem Cramera.

Obliczamy macierz A~' odwrotng do A. Wyznaczamy dopetnienia algebraiczne elementéw macierzy
A:

A :‘_1 5‘:12 A :—‘2 5‘:—1 A :‘2 —1_ s
S A N TP 3 4 ’
4 :_‘—2 3‘:4 4 :‘1 3‘:_1 A :_‘1 —2:_2
! —4 8§ > 38 o 3 -4 ’
4 :‘—2 3‘:_ :_‘1 3‘: :‘1 —2:3
R S N . R VA
Zatem
N 12 —-1-5" [-12 -4 7
S ) (R A T T
Al —1 -7 1 3 5 2-3

Podstawiajac do réwnania (4) otrzymamy

x| [-12 =4 7][1] [-12—4+421] [ 5
X=|yl=| 1 1-1]1]=| 1+1=3 |=]-1].
z 5 2-313 54+2-9 -2

Ostatecznie rozwigzanie uktadu ma postaé
x:5a y:_L Z:_z‘
Rozwazmy teraz dowolny uktad réwnan liniowych postaci (1), tzn. taki, ktérego macierz uktadu A jest
macierza prostokatng o wymiarze mxn.
Definicja 2.28. Macierzqg rozszerzong uktadu (1) nazywamy macierz C o wymiarze mx(n+1),

utworzong z macierzy uktadu poprzez dotaczenie do niej kolumny wyrazéw wolnych, tzn. macierz
postaci

ay a4y, bl
a, a,, -+ a, b
21 Y22 2 2
c=[AlB]=| 7 ' . .
aml am2 T amn bm

Twierdzenie 2.18 (Kroneckera-Capelliego). Uklad (1) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
rzgd(A) =rzgd(C)=r.

Ponadto ma doktadnie jedno rozwigzanie, gdy r =n oraz nieskonczenie wielu rozwigzan zaleznych od
n—r parametrow, gdy r<n.

Za pomocg twierdzenie Kroneckera-Capelliego mozna zbada¢ i ewentualnie rozwigza¢ kazdy uktad
réwnan liniowych.

Przyklad 2.22. Rozwigza¢ uktad rownan
x—2y+3z=1,
2x—2y+z=1.

Rozwigzanie. Mamy tutaj



1-2 3 1
A= ., B=||  x=|y|

Macierz rozszerzona C ma postaé
1 -2 31
N \2 —2 11
Rzad macierzy A wynosi 2, gdyz minor utworzony ze wspotczynnikéw przy x i y
1 =2
2 =2
Poniewaz macierz C zawiera powyzszy minor oraz rzgd(C) nie moze by¢ wiekszy niz 2, wiec
rzqd(C) =rzqd(A) =2.
Zatem z twierdzenia Kroneckera-Capelliego wynika, ze uktad ma nieskonczenie wielu rozwigzan
zaleznych od jednego parametru, gdyz n —r =3 —2=1. Nastgpnie zaktadajac, ze niewiadoma z jest
parametrem przenosimy ja na prawg stron¢ i rozwigzujemy uktad
x—2y=1-13z,
{2)6 —2y=1-—z

=2=0.

wzgledem x i y. Ten uktad jest uktadem Cramera, gdyz obliczony minor jest wyznacznikiem macierzy
uktadu. Zatem obliczamy

1-3z -2
| = =(=2)-(1-32)+2(1-2z) =4z,
1-z =2
SR 8 TR Y0 B S P
= = — Z —_ . — Z = Z — 1.
21—z
Wigc stosujgc wzory Cramera otrzymamy rozwiazanie
4z 5z—1 5 1
x:—:zz’ y: :—Z——’
2 22
gdzie z jest dowolna liczbg rzeczywista.
Przyklad 2.23. Rozwigza¢ uktad rownan
3x—y=1,
x+y=3,
2x+3y=_8.
Rozwigzanie. Mamy tutaj
3 -1 1
X
A=|1 1], B=3|, X=| .
2 3 8 Y
Poniewaz istnieje r6zny od zera minor stopnia 2 macierzy A, na przyktad
3 -1
=4=0,
1 1
wiec rzqd(A) =2 . Macierz rozszerzona uktadu jest macierza kwadratowa postaci
3 -1 1
c=|1 1 3|.

2 3 8



Zatem rzgd(C) moze by¢ co najwyzej rdwny 3. Obliczymy najpierw wyznacznik macierzy C .
Dodajac do elementéw pierwszej kolumny elementy drugiej kolumny pomnozone przez liczbg 2
otrzymamy
3 -1 1 |3+42-(-1) -1 1} 1 -1 1
|Cl={1 1 3= 1+2-1 1 3=3 1 3|=0.
2 3 8 2+2-3 38 8 3 8

Stad rzgd(C)<3. Poniewaz macierz C zawiera obliczony wyzej minor macierzy A, wigc
rzqd(C)=2. Zatem z twierdzenia Kroneckera-Capelliego wynika, Ze uklad ma dokladnie jedno
rozwigzanie, gdyz n=r =2. Wiec pomijamy réwnanie trzecie uktadu, tzn. réwnanie, ktére nie jest
objete obliczonym minorem i rozwigzujemy uktad Cramera postaci

3Ix—y=1,
{x +y=3.
Ostatecznie otrzymamy
‘1 - 1‘ ‘3 1‘
Ba oy s
3-1 4 3-1 4
1 1 ‘1 1‘
Przyklad 2.24. Rozwigza¢ uktad réwnan
3x4+2y—z=1,
x+3y—4z=0,
x—4y+T7z=—1.
Rozwiazanie. Obliczamy wyznacznik macierzy uktadu
32 —1
|Al=|l 3 —4/=63+4—-8+3-48—-14=0.
1 -4 7

Zatem uktad nie jest uktadem Cramera, a wigc nie mozemy stosowac¢ wzoréw Cramera.. Zbadamy rzad
macierzy uktadu. Poniewaz minor

3 2
=7=0,
3

wiec rzqd(A) =2 . Macierz rozszerzona uktadu ma postaé
3 2 -1 1
c=|1 3 -4 0.
1 -4 7 —1

Badamy rzad macierzy C . Usuwajac trzecia kolumng i obliczajagc warto$¢ otrzymanego minora stopnia
3 mamy

32 1
|Al=ll 3 0|=—9-4+0-3-0+2=—14=0.
1 —4 —1

Stad rzqd(C)=3. Poniewaz rzgd(A) = rzgd(C) , wiec z twierdzenia Kroneckera-Capelliego wynika,
ze uktad nie ma rozwiazan, tzn. jest sprzeczny.

Przyklad 2.25. Rozwigza¢ uktad rownan



X+y+z+2t=3,
2x—y+3z+4t =4,
x+2y—3z+2t=0,
3x-3y—z+6t=—1.

Rozwiazanie. Mamy tutaj

1112 3 x 1112 3
2-1 3 4 4 y 2-1 3 4 4
A= , B=| |, X=|"|, c= :
1 2-32 0 z 1 2-32 0
3-3-1 6 -1 t 3-3-1 6-1

Obliczamy wyznacznik macierzy uktadu. Latwo zauwazy¢, ze mnozac elementy pierwszej kolumny
macierzy A przez liczbg 2 otrzymamy czwarta kolumne. Zatem korzystajac z wlasnoSci wyznacznikéw
mamy
2.1 1 1 2
112-2 -1 3 4 1
A= -
2121 2-3 2 2
2.3-3-16 6 -3-16

To oznacza, ze rzgd(A) <4. Sprawdzimy czy istnieje niezerowy minor stopnia 3. Skreslajac ostatni

2 1
4 -1

=0.
2 2 -

W W =
[N i \°)

wiersz i ostatnig kolumng¢ macierzy A otzymamy minor postaci

1 1 1
M=2 -1 3=3+4+34+1-6+6=11=0.
1 2-3

Stad wynika, ze rzgd(A)=3. Obliczmy teraz rzad macierzy rozszerzonej C . Poniewaz wszystkie

minory stopnia 4 zawierajace pierwsza i czwartg kolumny sg zerowe (te kolumny sg liniowo zalezne),
wigc wystarczy sprawdzi¢ dwa minory otrzymane po usuni¢ciu tych kolumn. Najpierw usuwamy
czwarta kolumne¢ macierzy C . Korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw mamy

11 1 3 |1 1 14141 3 |1 1 3 3
2 -1 3 4 [2-1 3+2-1 4| 2-1 4 4
M, = =

1 2-3 0 [1 2 -=3+42+1 O |1 2 0 O
3 -3-1-1 [3-3 —14+3-3 —1| |3 -3 -1 —1

Podobnie, usuwajac pierwsza kolumng otrzymamy minor

1 12 3 1 1 1 3

-1 34 4 -1 3 2 4
M2: :2 :2M1:0.

2-32 0 2-3 1 0

-3 -1 6 -1 -3 -1 3 -1

Stad wynika, Ze nie istnieje niezerowy minor stopnia 4 macierzy rozszerzonej, a wigc
rzgd(C)=rzgd(A)=3. Zatem 2z twierdzenia Kroneckera-Capelliego wynika, ze uklad ma

nieskoficzenie wielu rozwigzan zaleznych od jednego parametru, gdyz n—r=4—3=1. Nastepnie
zakladajac, ze niewiadoma ¢ jest parametrem przenosimy je na prawa stron¢. Pomijamy réwniez
rOwnanie czwarte uktadu, tzn. réwnanie, ktére nie jest objete obliczonym minorem M . Wiec
otrzymamy uktad Cramera

x+y+z=3-2t,

2x—y+3z=4—4t,

x+2y—3z=-2t.



Obliczamy

3-2r 1 1
D =|4—4 —1 3|=-22r+11,
-2t 2 -3
1 3—-2r 1
D,=2 4—-4 3|=11,
1 —2r -3
1 1 3-2¢
D=2 -1 4—4t|=11.
1 -3 —2
Ostatecznie stosujagc wzory Cramera otrzymamy rozwigzanie uktadu:
D - D D
g2l D 1 D11
M 11 M 11 M 11

gdzie ¢ jest dowolng liczbg rzeczywista.

Przyklad 2.26. Zbada¢ dla jakich warto$ci parametru A € R podany uklad jest rozwigzywalny

Ax+y+z=1
X+Ay+z=A,
x+y+Az=\.
Rozwigzanie. Zbadamy najpierw wyznacznik macierzy uktadu. Mamy
Al 1
|A]=1 A 1|=X+2-3)\.
1 1 A
Poniewaz
N =3+ 2=2N =D-20-D=A-DN*+A=2)=A-D’(A\+2),
wigc

Al —1D’(\+2)
i |A|=0 wtedy i tylko wtedy, gdy A=1 lub A=—2. Zatem, jezeli A=1 i A=—2, to uklfad jest
uktadem Cramera i ma doktadnie jedno rozwigzanie. Obliczamy wyznaczniki

111
D=2 A =X+ A+XN =X 1=V =-A-1’\+1),
A1
Al
D=1 A 1= +XN+1-A-X=-A=X-22+1=\-1),
LA A
Al
D=1 A A=A H1+ A=A ==X -2V +1=(\ —1)".
11N

Zatem stosujac wzory Cramera otrzymamy rozwigzanie uktadu



oD —OA-D’AHD AL
Al A=D’(A+2) A+2]

_D, _ A —1) 1
YTIAl T 0- P02 At2
D,  (N¥-1I A+’

Al O—D2O0+2)  At2

Jezeli A =1, to uktad ma postac

x+y+z=1,
x+y+z=1,
x+y+z=1

Latwo sprawdzi¢, ze w tym przypadku rzqgd(A)=rzgd(C)=1. Wiec z twierdzenia Kroneckera-

Capelliego wynika, ze istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od dwéch parametréw, gdyz
n—r=3—1=2.Zatem rozwigzanie uktadu mozna przedstawi¢ w postaci

x=1l-y—z,
gdzie y i1 z sg dowolne liczby rzeczywiste.

W przypadku A =—2 mamy uktad

—2x+y+z=1,
x—=2y+z=-2,
x+y—-2z=4
Macierz rozszerzona ma postac¢
-2 1 11
C=| 1-2 1-2|.
1 1-2 4
Skreslajac trzecig kolumne otrzymujemy wyznacznik
-2 1 1
1-2 -2/=164+1-2+2—-4—-4=9=0
1 1 4
To oznacza, ze rzgd(C)=3. Poniewaz rzqgd(A) <3, wiec rzgd(C) = rzqd(A) .
Zatem w przypadku A = —2 uktad nie ma rozwigzania, czyli jest sprzeczny.
Opracowanie:
dr Igor Kierkosz

dr hab. Volodymyr Sushch



